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概要
筆者はこれまで多孔質媒体中の水分移動を記述する二相流モデルについて研究を進めてきた.

このモデルは水と空気に対する質量保存則から得られる 2本の拡散方程式からなり, それらの拡
散係数は未知関数に依存する. 本稿ではこの方程式系に対し, 空隙内での空気密度が空気の含有
率に比例するという仮定のもと, Robin型境界条件を伴う初期値境界値問題を導出する. さらに,

有限体積法によって構成される近似解を用いて弱解の存在を示す. なお, 本稿は愛木豊彦教授 (日
本女子大学)と荏原製作所との共同研究に基づく.

1 導入
多孔質媒体とはスポンジのように小さい孔が数多く空いている物質のことである. 多孔質媒体は構

造が複雑であるため, その内部に水が浸透する場合, その流れは通常の媒体中 (パイプなど)とは異な
る. この現象を記述する数理モデルは既にいくつか提案されている [2, 5, 11]. 本研究では多孔質媒体
の一つであるレンガに水が浸透していく様子を表す偏微分方程式モデルを取り扱う.

Green–Dabiri–Weinaug–Prill [6] や Fukui–Iba–Hokoi–Ogura [3] は, レンガ内部の水の浸透と空
気圧の関係を考えるために, 多孔質媒体内の孔の割合を表す空隙率と実験環境の温湿度は一定, なお
かつ空間水平方向の変化は一様という仮定のもと, 以下の空間一次元の二相流モデルを提唱した.

∂tmw(u) + ∂xqw = 0, ∂tma(u) + ∂xqa = 0, (1)

qw = −λ(ψw(u))∂xPw, qa = −k(ψw(u))∂xPa, (2)

qw(t, 0) = 0, qa(t, 0) = 0, (3)

qw(t, 1) = Cw(Pw(t, 1)− P̂w), qa(t, 1) = Ca(Pa(t, 1)− P̂a), (4)

u(0, x) = u0(x), ma(0, x) = ma0(x), (5)

Pa − Pw = −ρwu, Pa = ρaRT, ψw + ψa = ϕ, mw = ρwψw, ma = ρaψa. (6)

ここで, uは水分化学ポテンシャル; mw,ma は水と空気の質量; qw, qa は水と空気の流束; ψw, ψa は
水と空気の含有率; λ, k は水と空気の拡散係数; Pw, Pa は水と空気の圧力; ρw, ρa は水と空気の密度
を表す. ただし ρw は正定数であると仮定する. また, R, T, ϕ, Cw, P̂w, Ca, P̂a は正定数である.

この数理モデルの未知関数は水分化学ポテンシャル uと空気の質量ma である. 時間発展の支配方
程式は質量保存則 (1)であり, 流束はダルシー則 (2)に従う. また, 含水率 ψw は以下の図 1のグラフ
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をもつ有界な関数である.

図 1 ψw のグラフ [3]

さらに, 水の拡散係数 λは図 2のグラフのような関数である. 一般的に, 多孔質媒体への液体浸透を
考える際は図 3のようなグラフで表される拡散係数を用いる. この拡散係数の特徴は, 含水率が少な
い場合は小さい値をとり (青線), 含水率が多くなるにつれて急激に増加する (ピンク線)ことである.

水の拡散係数 λを含水率 ψw の関数とみなすと, これは図 2, 3と同様のグラフになる. このことから,

水の拡散方程式は多孔質媒体への水分浸透を記述することが期待される.

図 2 λのグラフ ([3]) 図 3 多孔質媒体内の液体浸透に関する拡散係数

境界条件はレンガ下面 x = 0では流束が 0 (式 (3)), レンガ上面 x = 1では流束が圧力差に比例する
(式 (4)) と仮定している. また, 初期条件 (5) としてレンガが乾燥している状態を考えている. 他に
も, 毛管圧の定義式や乾燥気体の状態方程式 (6)を与えている.

Fukuiらの論文ではレンガ下面を断湿処理し, レンガ上面に水の層がある状態で水の浸透実験を行
なっている.



図 4 Fukuiらの実験

さらにこの実験結果と数理モデル (1)–(6)の数値計算結果を比較し, 実験的立場からこの数理モデ
ルの妥当性を示している. 一方, Fukuiらの数理モデルに対する解の存在やその挙動といった数学的
基礎理論は十分に整備されていないのが現状である.

本研究では, Fukuiらの数理モデル (1)–(6)において, 空気密度が空気の含有率に比例する, つまり
ρa =

ψa

ϕ
ρ∗a (ρ∗a: 最大空気密度)であると仮定し, ψw, λ, k を一般化した初期値境界値問題の数学的

解析を行なった.

2 問題設定
以下の非線形拡散を持つ放物型偏微分方程式系の初期値境界値問題を考える.

∂tf(u) = ∂x(λ(f(u))(∂xu+ C∗∂xv)),

∂tg(v) = ∂x(k(f(u))∂xv) in Q(T ) := (0, T )× (0, 1),

∂xu = 0, ∂xv = 0 at x = 0, t ∈ (0, T ),

−λ(f(u))(∂xu+ C∗∂xv) = κ∗u(u− u∗b),

−k(f(u))∂xv = κ∗v(v − v∗b ) at x = 1, t ∈ (0, T ),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) for x ∈ (0, 1).

(P)

ここで, u, v : Q(T ) → R は未知関数, u0, v0 : (0, 1) → R は既知関数, C∗, κ∗v は非負の定数,

u∗b , κ
∗
u, v

∗
b は正定数である. また, f, λ, k : R → Rはある正定数 Cf , C1λ, C2λ, C1k, C2k に対して以

下の仮定を満たす.

f, λ, k ∈ C1(R)であり,R上で

f ≥ 0, 0 ≤ f ′ ≤ Cf , C1λ ≤ λ ≤ C2λ, |λ′| ≤ C2λ, C1k ≤ k ≤ C2k, |k′| ≤ C2k.



さらに, g : R → Rを

g(r) = ([r]+)2, r ∈ R

と定義する. ただし [r]+ = max{r, 0}である.

問題 (P)は, Fukuiらのモデルにおいて前節で述べた空気密度に関する物理的仮定を課し, 水分化
学ポテンシャル uと空気の含有率 ψa を未知関数とすることで導出できる. また, 問題 (P)の uに関
する方程式 (第一式)は楕円-放物型である. 楕円-放物型方程式とは時間退化する放物型方程式で, こ
れまで [1, 7, 10]などで考察されている. 本研究における関数 f の代表例は図 1をグラフにもつ含水
率 ψw のような有界関数である. このような f は Rで逆関数を持たないため, 未知関数の変換に基づ
く解析が極めて困難である. これは他の楕円-放物型方程式にも現れる大きな特徴の 1つである. 本研
究では, この困難を Robin型境界条件を活用して得られる評価によって解消している.

筆者はこれまで多孔質媒体中の水分拡散のみに焦点を当てた方程式の数学的解析を行なってきた
[8, 9]. そこでは非単調な境界条件をもつ初期値境界値問題に対し, 有限体積法による近似が有効で
あった. このような背景を踏まえ, 本研究では有限体積法によって構成される近似解を用いて問題
(P)の弱解の存在を示した.

3 主結果
問題 (P)の弱解を次のように定義する.

定義. T > 0 に対し Q(T ) 上の関数の組 (u, v) が次の条件を満たすとき, (u, v) を [0, T ] 上の (P)

の弱解という: u, v ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1)) であり, η(T ) = 0 を満たす任意の
η ∈W 1,2(0, T ;L2(0, 1)) ∩ L2(0, T ;H1(0, 1))に対して

−
∫
Q(T )

f(u)∂tηdxdt+

∫
Q(T )

λ(f(u))(∂xu+ C∗∂xv)∂xηdxdt+

∫ T

0

κ∗u(u(t, 1)− u∗b)η(t, 1)dt

=

∫ 1

0

f(u0)η(0, x)dx,

−
∫
Q(T )

g(v)∂tηdxdt+

∫
Q(T )

k(f(u))∂xv∂xηdxdt+

∫ T

0

κ∗v(v(t, 1)− v∗b )η(t, 1)dt

=

∫ 1

0

g(v0)η(0, x)dx.

この定義のもと, 弱解の存在に関して次の定理が得られた.

主定理. u0 ∈ L2(0, 1), v0 ∈ L∞(0, 1), 0 ≤ v0 ≤ v∗b とする. このとき, 任意の T > 0に対し, [0, T ]

上の (P)の弱解 (u, v)が存在する. さらに, v は任意の t ∈ [0, T ]に対して 0 ≤ v(t) ≤ v∗b を満たす.

論文 [8, 9]では f が狭義単調増加であることを仮定していたが, 本研究の主定理ではそれを仮定し
ていないことに注意する. また, v の方程式の拡散係数 k(f(u))は uに依存しているため, 正則性の
観点から強解の存在を示すことは現状難しい.



4 有限体積法による空間離散化
有限体積法とは, 偏微分方程式の空間離散化手法の 1つである [12]. 具体的な操作としては, 空間
領域を小さいセル (コントロールボリューム)に分割し, 支配方程式の空間変数に関する積分形を各コ
ントロールボリュームごとに離散近似する. これによって時間変数に関する常微分方程式系が得られ
る. 有限体積法の最大の特徴は, 各コントロールボリュームごとに保存則が成り立つことである. そ
のため, 質量や運動量, 熱量といった物理量が保存されるため, 熱流体解析において広く利用されて
いる. 本研究の主定理の証明では有限体積法で得られた常微分方程式系の解を使って単関数列を構成
し, 近似パラメータに関する一様評価を示すことが鍵となる.

離散化するための準備として関数 f, g を次の関数 fε, gε でそれぞれ近似する.

fε(r) = f(r) + εr, gε(r) = g(r) + εr, r ∈ R.

ただし, 0 < ε < 1である. また, gbε を

gbε(r) =


2v∗b r − v∗2b + εr, r > v∗b ,

r2 + εr, 0 ≤ r ≤ v∗b ,

εr, r < 0

と定義する. 問題 (P) において f, g を fε, gε に置き換えた問題を (Pε), fε, g
b
ε に置き換えた問題を

(Pb
ε)とする. また, 領域 (0, 1)を n等分し, 有限体積法によって (Pb

ε)を空間離散化して得られる常微
分方程式系 (+適当な初期条件)を (OPb

ε)
(n) とする.

f ′ε(u
(n)
i )(u

(n)
i )′ =



1

∆x
λ((fε(u))1+ 1

2
)(δxu

(n)
1 + C∗δxv

(n)
1 ) if i = 1,

1

∆x

(
λ((fε(u))i+ 1

2
)(δxu

(n)
i + C∗δxv

(n)
i )

−λ((fε(u))i−1+ 1
2
)(δxu

(n)
i−1 + C∗δxv

(n)
i−1)

)
if 2 ≤ i ≤ n− 1,

− 1

∆x

(
κ∗u(u

(n)
n + C∗v(n)n − u∗b)

+λ((fε(u))n−1+ 1
2
)(δxu

(n)
n−1 + C∗δxv

(n)
n−1)

)
if i = n,

g′ε(v
(n)
i )(v

(n)
i )′ =



1

∆x
k((fε(v))1+ 1

2
)δxv

(n)
1 if i = 1,

1

∆x

(
k((fε(u))i+ 1

2
)δxv

(n)
i − k((fε(u))i−1+ 1

2
)δxv

(n)
i−1

)
if 2 ≤ i ≤ n− 1,

− 1

∆x

(
κ∗v(v

(n)
n − v∗b ) + k((fε(u))n−1+ 1

2
)δxv

(n)
n−1

)
if i = n.

以下, (OPb
ε)

(n) の導出過程を説明する. まず, ∆xを空間分割幅, つまり ∆x =
1

n
とする. また, コ

ントロールボリュームである区間 [(i− 1)∆x, i∆x]における u, v の近似値をそれぞれ

u ≃ u
(n)
i , v ≃ v

(n)
i



とする. さらに, 隣接する近似値 w
(n)
i−1, w

(n)
i , w

(n)
i+1 (w = u, v)に対して

δxwi =
w

(n)
i − w

(n)
i−1

∆x
, wi+ 1

2
=
w

(n)
i + w

(n)
i+1

2
,

と定義する. 次に問題 (Pb
ε)の uの方程式の両辺を区間 [(i− 1)∆x, i∆x]で積分する.∫ i∆x

(i−1)∆x

∂tf(u)dx =

∫ i∆x

(i−1)∆x

∂x(λ(f(u))(∂xu+ C∗∂xv))dx.

最後に, 拡散係数 λ(f(u))については区間 [(i− 1)∆x, i∆x]において

λ(f(u)) ≃ λ((f(u))i+ 1
2
),

と近似し, 空間一階微分を中心差分近似することで {u(n)i }iの方程式が得られる. 同様にして, {v(n)i }i
の方程式も導出することができる. このようにして得られる (OPb

ε)
(n) の時間大域解の存在はピカー

ルの定理より容易に示される.

5 主定理の証明
まず, (OPb

ε)
(n) の解を {(u(n)i , v

(n)
i )}, χi を [(i− 1)∆x, i∆x)の特性関数として,

u(n)(t, x) =

n∑
i=1

χi(x)u
(n)
i (t), v(n)(t, x) =

n∑
i=1

χi(x)v
(n)
i (t),

と定める. 問題 (OPb
ε)

(n) の v(n) に関する式に [−v(n)]+, [v(n) − v∗b ]
+ をそれぞれかけて積分すると

以下の不等式が得られる.

0 ≤ v(n) ≤ v∗b a.e. on Q(T ). (7)

よって
gbε(v

(n)) = gε(v
(n)) = (v(n))2 + εv(n)

が成り立つ.

次に,
U (n) = fε(u

(n)), V (n) = gε(v
(n))

とおく. また, 空間に関する単関数 w(n) に対して, w̃(n) を以下のように定義する.

w̃(n)(x) =


0 if 0 ≤ x < ∆x,

w(n)(x)− w(n)(x−∆x)

∆x
if ∆x ≤ x ≤ 1.

問題 (OPb
ε)

(n) の u(n), v(n) に関する方程式に u(n), v(n) をそれぞれかけて積分すると次の n, ε に関
する一様評価が得られる: 任意の t ∈ [0, T ]に対して

|U (n)(t)|2L2(0,1) +

∫ t

0

|ũ(n)(τ)|2L2(0,1)dτ +

∫ t

0

|u(n)(τ, 1)|2dτ ≤ C, (8)

|V (n)(t)|2L2(0,1) +

∫ t

0

|ṽ(n)(τ)|2L2(0,1)dτ ≤ C. (9)

ただし, C は T に依存する. さらに, 次の補題を用いる.



補題 1. w(n) を (0, 1)上の単関数とする. 次の不等式が成り立つ.

|w(n)|2L2(0,1) ≤ (|w̃(n)|2L2(0,1) + |w(n)(1)|2)2.

補題 1と (7), (8), (9)より, 任意の t ∈ [0, T ]に対して∫ t

0

|u(n)(τ)|2L2(0,1)dτ ≤ C,∫ t

0

|v(n)(τ)|2L2(0,1)dτ ≤ C.

また, (OPb
ε)

(n) の u(n), v(n) に関する方程式に η ∈ L2(0, T ;H1(0, 1))をかけて積分すると次の評
価が得られる. ∣∣∣∣∣

∫
Q(T )

∂tU
(n)ηdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ C|η|L2(0,T ;H1(0,1)),∣∣∣∣∣
∫
Q(T )

∂tV
(n)ηdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ C|η|L2(0,T ;H1(0,1)).

次に, 以下の離散版 Aubinのコンパクト定理に相当する補題を用いて, 強収束部分列の存在を示す.

補題 2 ([4]). Q(T ) 上の関数 z(n) は空間変数に関して単関数とする. さらに, {z(n)} は
L∞(0, T ;L2(0, 1))で有界, {z̃(n)}は L2(0, T ;L2(0, 1))で有界, {z(n)t }は L2(0, T ;H1(0, 1)∗)で有界
とする. このとき, z(nj) → z in L2(0, T ;L2(0, 1)) (j → ∞) となるような {z(n)} の部分列 {z(nj)}
と z ∈ L2(0, T ;L2(0, 1))が存在する.

{U (n)}, {V (n)}に対してこの補題 2を適用すると U (nj) が U に, V (nj) が V に L2(0, T ;L2(0, 1))

で強収束する {U (n)}, {V (n)} の部分列 {U (nj)}, {V (nj)} と U, V ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)) が得られる.

この部分列の極限をとることで (Pε)の弱解の存在が示せる. (Pε)の解を (uε, vε)とすると, uε, vε に
関しても (n)付きの評価と同様の評価が得られる. したがって, 連続版 Aubinのコンパクト定理と極
大単調作用素の性質より, 部分列をとることで (P)の弱解の存在が示せる.
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[4] T. Gallouët, J. C. Latché, Compactness of discrete approximate solutions to parabolic PDEs

- Application to a turbulence model, Commun. Pure Appl. Anal., 11(2012), pp. 2371–2391.
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